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Olimpiada naţională de matematică 
etapa locală 

05.03.2016 
Clasa a IX-a 

BAREM DE CORECTARE 

1.   Aflați numerele naturale nenule 𝑎1, 𝑎2, … , 𝑎𝑛 ce verifică relația: 

            𝑎1
2 + 2𝑎2

2 +⋯+ 𝑛𝑎𝑛
2 = (𝑎1 + 𝑎2 +⋯+ 𝑎𝑛)

2, ∀𝑛𝜖ℕ∗.  

prof. Bud Adrian, Liceul Teoretic Negrești Oaș  

Soluție: 

Pt  𝑛 = 1 ⇒ 𝑎1
2 = 𝑎1

2.     𝑁𝑜𝑡ă𝑚 𝑎1 = 𝑎𝜖𝑁
∗                                                                                    1p 

Pt  𝑛 = 2 ⇒ 𝑎2 + 2𝑎2
2 = (𝑎 + 𝑎2)

2 ⟺ 𝑎2 + 2𝑎𝑎2 + 𝑎2
2⇒ 𝑎2

2 = 2𝑎𝑎2|: 𝑎2⇒ 𝑎2 = 2𝑎    1p 

Presupunem că 𝑎𝑘 = 𝑘𝑎 ș𝑖 𝑑𝑒𝑚𝑜𝑛𝑠𝑡𝑟ă𝑚 𝑐ă 𝑎𝑘+1 = (𝑘 + 1)𝑎                                                   1p 

 

𝑃(𝑘): 𝑎1
2 + 2𝑎2

2 +⋯+ 𝑘𝑎𝑘
2 = (𝑎1 + 𝑎2 +⋯+ 𝑎𝑘)

2 

𝑃(𝑘 + 1):   𝑎1
2 + 2𝑎2

2 +⋯+ 𝑘𝑎𝑘
2⏟                

𝑃(𝑘)

 + (𝑘 + 1)𝑎𝑘+1
2 = (𝑎1 + 𝑎2 +⋯+ 𝑎𝑘 + 𝑎𝑘+1)

2              1p        

(𝑎1 + 𝑎2 +⋯+ 𝑎𝑘)
2 + (𝑘 + 1)𝑎𝑘+1

2 = (𝑎1 + 𝑎2 +⋯+ 𝑎𝑘)
2  + 2(𝑎1 +⋯+ 𝑎𝑘)𝑎𝑘+1 + 𝑎𝑘+1

2 

⇒ 𝑘𝑎𝑘+1
2 = 2(𝑎1 + 𝑎2 …+ 𝑎𝑘)𝑎𝑘+1|: 𝑎𝑘+1 

𝑘𝑎𝑘+1 = 2(a+2a+…+ka)   

𝑘𝑎𝑘+1 = 2𝑎 
𝑘(𝑘+1)

2
⇒ 𝑎𝑘+1 = (𝑘 + 1)𝑎     𝐴𝑑𝑒𝑣.                 2p  

finalizare  1p  

2. Fie  M,N,P,Q,R,S  respectiv mijloacele laturilor [AB],  [BC], [AF], [DE], [CD], 

[EF] ale hexagonului convex ABCDEF. Dacă 4321 ,,, GGGG sunt respectiv 

centrele de greutate ale triunghiurilor MNP, BCD, QRS şi AEF.  Arătaţi că 

patrulaterul 4321 GGGG este paralelogram. 

                                                    Tămîian Traian şi Buth Gigel 

Soluție: 

 

 

Fie O originea sistemului.  

Cum 4321 G,G,G,G sunt respectiv centrele de greutate ale 

triunghiurilor ,MNP ,BCD ,QRS AEF rezultă: 

OPONOMOG  13 )1(            1p 
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şi   analoagele ODOCOBOG3 2  )2(     1p 

                               
OSOROQOG  33 )3(      1p  

                               OFOEOAOG  43 )4(      1p 

Din relaţiile )1( şi )3( obţinem: 

 OSOROQOPONOMOGOG )(3 31  

)OFOA(
2

1
)OCOB(

2

1
)OBOA(

2

1
 +  )OFOE(

2

1
)ODOC(

2

1
)OEOD(

2

1
 

= ),OF2OE2OD2OC2OB2OA2(
2

1
 de unde 

OFOEODOCOBOAOGOG  )(3 31 )5(      1p 

 Din relaţiile )2( şi )4( rezultă: 

OFOEODOCOBOAOGOG  )(3 42 )6(      1p 

Din )5( şi )6( obţinemcă 4231 OGOGOGOG  , de unde rezultă că patrulaterul 4321 GGGG este 

paralelogram.            1p 

 

3. a)  Arătaţi că   2)())(( abxbxax    pentru  orice  ),0[,, xba  

b) Demonstraţi că pentru orice numere reale positive cba ,,   are loc dubla 

inegalitate 

.8))()(())()(( abcabccabbcaaccbba   

                                                                                 Tămâian Traian şi Buth Gigel 

Soluție: 

Inegalitatea se scrie echivalent

,0)(0)2(2)( 222  baxabbaxababxxabbaxx             2p 

adevărată pentru orice ).,0[x,b,a   

b) Pentru cx  din inegalitatea de la a) obţinem:  2)abc()bc)(ac(  )1(    1p 

şi   analoagele     2)bca()ca)(ba(  )2(  

2)cab()ab)(cb(  )3(                        1p 

Înmulţind       relaţiile ),1( )2( şi )3( rezultă ,)abc()cab()bca()ac()cb()ba( 222222    de 

unde   obţinem   

)abc)(cab)(bca()ac)(cb)(ba(   )4(      1p 

Folosind inegalitatea mediilor avem:    bca2bca   
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şi analoagele ,cab2cab  .abc2abc      1p 

Înmulţind ultimele trei inegalităţi obţinem abc8)abc)(cab)(bca(  )5(   1p 

 

  4.  Fie numerele  reale   ))1(1(
2016

1

kka k

k




, ))1(1(
2016

1

kkb k

k




 

şi    funcţia ),,0(),0(: f .
)1)(1(

1)1(
)(

2 




xxx

x
xf





 
a) Arătaţi că ab = 1 

b) Să se demonstreze că numărul   
)(

)()(

abf

bfaf
A




  

este natural.  

      Tămâian Traian  şi Buth Gigel 

Soluție: 

Deoarece     1]k)1k[(])k()1()1k[(ab
2016

1k

2k2
2016

1k

2  


       1p 

rezultă
a

1
b           1p

 )
a

1
(f)a(f)b(f)a(f 










)1
a

1

a

1
)(
a

1
1(

1
a

1
)1(

)1aa)(a1(

1a)1(

2

2











)1aa)(a1(

aa)1(

)1aa)(a1(

1a)1(
2

32

2






)1aa)(a1(

1a)1(a)1(a
2

23

 






)1aa)(a1(

)1a(a)1()1aa)(1a(
2

2

.1
)1aa)(a1(

)1aa)(a1(
2

2





     3p 

Cum 1ab  rezultă că
2

1

)2(2

2
)1(f)ab(f 




       1p 

şi se obţine că ,2

2

1

1

)ab(f

)b(f)a(f
A 


  care este natural.     1p 


