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1. Aflati numerele naturale nenule a4, a,, ..., a,, ce verifica relatia:
a,? + 2a,% + -+ na,? = (a; + a, + -+ + a,)?, VneN*.
prof. Bud Adrian, Liceul Teoretic Negresti Oas

Solutie:
Pt n=1 =a,?=a,%. Notima,; = aeN* 1Ip
Pt n=2 =2 a?+2a,°> = (a +a,)? © a? + 2aa, + a,? = a,? = 2aa,|:a, > a, = 2a lp
Presupunem ca a; = ka si demonstramca a1 = (k+ 1)a Ip

P(k):a;? +2a,% + -+ kap? = (ag + ag + -+ ag)?
Plk+1): a2 +2a2+ - +ka? +(k+ Dag2=(a+ay++ag + agyq)? 1p
P(k)
(g +a;++q)* +k+Dag?= (e +a;+ -+ aq)? +2(a; + -+ ap)ayq + agpq?
= Kap” = 2(a; + ag oo+ Q) Qe |1 Qi
ka,,, =2(at2a+...+tka)
k(k+1)
2

kay,, = 2a =y = (k+1)a Adev. 2p

finalizare 1p

2. Fie M,N,P,Q,R,S respectiv mijloacele laturilor [AB], [BC], [AF], [DE], [CD],
[EF] ale hexagonului convex ABCDEF. Daca G,,G,,G,,G, sunt respectiv
centrele de greutate ale triunghiurilor MNP, BCD, QRS si AEF. Ardtati ca
patrulaterul G,G,G,G, este paralelogram.

Tamiian Traian §i Buth Gigel

Solutie:

E d b

5 / B R

Fie O originea sistemului. o
. F Gag” A 7R C
Cum@G,,G,,G;,G,sunt respectiv centrele de greutate ale
. . . ¥ e
triunghiurilor MNP, BCD, QRS, AEF rezulta: I F Gy 7 M
T — OM - ON o D o

30G1—0M+0N+0P(1) lp ¥ iy Y B
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si analoagele 3-OG, =0B+0C+0D 2) Ip
3-0G, =00+ OR+0S (3) Ip
3-0G4:a4+FE+§7(4) Ip

Din relatiile (1) si (3) obtinem:

_— — — —

3-(0G, +0G,) = OM+ON+OP+OQ+OR+OS—
5(a+o§5+5(63+@+5(a’+ﬁ+5(@+@%@mﬁ%@m@:
21(2-&+2-Cﬁ+2-&+2-6ﬁ+2-(ﬁ+2-6ﬁ),deunde

—_—  —  — — — —

3-(0G, + 0G,) = OA+OB+OC + OD+ OE + OF (5)

Ip
Din relatiile (2) si (4) rezulta:
3-(0G, + 0G,) = OA+ OB + OC+OD + OE + OF (6) b
Din (5)si(6)obtinemca OG, +OG,; =0G, +OG,, de unde rezulta ca patrulaterul G,G,G;G,este
paralelogram. Ip

3.a) Aritatici (x+a)(x+b)>(x+~/ab)’ pentru orice a,b,x €[0,0)
b) Demonstrati ci pentru orice numere reale positive @,b,c are loc dubla
inegalitate
(a+Db)b+c)c+a)=(a+be)b+Jca)c+ab) > 8abe.
Tamdian Traian si Buth Gigel

Solutie:
Inegalitatea se scrie echivalent

x> +x(a+b)+ab> x> +2xJab +ab < x(a+b—2Jab) >0 < x(Ja —/b)* >0,

2
adevaratd pentru orice a,b,x €[0,). ’
b) Pentrux = c din inegalitatea de la a) obtinem: (c+a)(c+b)>(c+ Jab ) (1) Ip
si analoagele (a+b)a+c)>(a+ Jbe ) (2)
(b+c)(b+a)=(b++/ca)’ (3) 1p

fnmultind  relatiile (1), (2)si (3)rezulti (a + b)*(b+c)*(c +a)> = (a+~/bc)’(b++/ca ) (c++/ab)?, de
unde obtinem

(a+b)(b+c)(c+a)=(a+be)b+/ca)c+/ab) (4) Ip
Folosind inegalitatea  mediilor avem: a++/bc=2-+ a/be
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s analoagele b++/ca >2-y/bca, c++/ab >2-+/cfab. Ip
fnmultind ultimele trei inegalititi obtinem (a +v/be )(b ++/ca )(c ++/ab) > 8abc (5) 1p
2016 2016
4. Fie numerele reale 4= H(Vk"‘ -(-1) \/_) b= H(\/k+ +(=1) \/_)
(r+Dx+1

si functia f : (0,00) — (0,0), f(x)= Gl D)

a) Arataticdab=1
a)+ f(b

b) Si se demonstreze ca numirul 4= J@)+]b) este natural.
f(ab)

Tamdian Traian si Buth Gigel

Solutie:
2016

Deoarece ab= H(\/k+ ) = (-1 (Vk)’] H(k+1) k]=1 Ip

rezultab = 1 Ip
a

I
(m+Da+1 (m+1)_+1

(1+a)(a’ +ma+1) (1+1)(i2+nl+1)

f(a)+f(b):f(a)+f(i):

(t+1a+1 . (r+Da’+a’  a’+(n+1a’ +(n+Da+l _
(1+a)a’+ma+1) (1+a)a’ +na+1) (1+a)a’+ma+1)

(a+1) @’ —a+1)+(n+Daa+1) _ (I1+a)a’ +ma+1) _

3p
(1+a)(a2 +ma+1) (1+a)(a2 +ma+1)
n+2 1
Cum ab =Irezulti caf(vab)=f(1)= =— Ip
An+2) 2
si se obtine cA A = fa*i®d) _1_ 2, care este natural. Ip
f(Jab) 1
2
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